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I) On part d’'une transformation de coordonnées consistant en une translation et une rota-
tion :

x"(A,t) =c(t) + Q(t)x(A,t)
ot x(A,t) est la position d'un point materiel & l'instant ¢. La vitesse est définie par :

dx'(At) _dx'(A.t) _de(t) | dQ(h)
s dt o dt dt

u'(At) = x(A,t) + Q(t)u(A,t)

ou, en notation indicée
* . -
u; = ¢ + Quprr, + Qinug

En dérivant la relation ci-dessus, on obtient :

ou’t oxy, Ouy, 0x;
v i 1
o = Qu “aus %oz, oa7 @
On sait que o7 = ¢; + Q75 et 2, = Qji(z; —¢;), d'olton a :
8x oxy,
Pt

J
En remplagant ceci dans I’équation (1), on obtient :

ou? 0
azz = szng + sz Uk ng (2)

L’objectivité du tenseur D des taux de déformation se vérifie alors en remplagant 1’équation

(2) dans 'expression donnée :

Dy = 3 (890;* + 895;) <szng + sz ijz + QirQux + Qi k@;)

En réorganisant les termes et en permutant les indices k et [ dans le dernier terme, on écrit

successivement :

2D}, = (Qu Qe+ Quye) + Qui o Qi+ Qe Oui " Qu (QuQu) + Qu (8“’“ S—Z) 0,

Comme Q est orthogonal (i.e. QQ”’ = 1), il vient que

8uk

2D* sz ( aﬁl

0
ul) Q1 = 2Qi D Qji

1



et on conclut que le tenseur D des taux de déformation est objectif car on a bien la relation :

-QDQ’

IT) Le tenseur des taux de rotation W n’est pas objectif. En procédant de maniere analogue,

. (Oui  Ouj
Wiy = (Gx’f Oz >
3uk : 8uk
—szij“‘sz le QxQir — ij sz

= (QuQjk — Q;ka) + Qi (81;k 2 ) Qi
1 T

on a que :

En utilisant 'orthogonalité de Q, on peut écrire que :
. T . T
QQ +QQ =
soit en notation indicielle :
—QikQjr = QikQjk

En substituant cette derniere expression dans la relation 2W*

45> 1l vient que :
Wi = QueQir + QuWi Qi

soit en notation matricielle,
. T
-=QQ +QWQ"
. T
Ceci montre que W n’est pas un tenseur objectif, car W* # QWQ?. Le tenseur QQ " est

antisymétrique et rend compte de la vitesse de rotation de O* par rapport a O.

DT
III) Si i était objectif, on pourrait écrire que :

DT* DT
o~ @
En développant la dérivée matérielle et du fait que le tenseur T est objectif, on obtient
successivement :
DT* oT* oT*
Dr ot o
- J(qrq’ >+uz " (QrQ")
T
aa? Q"+ Q% QT+ QT+ (QTQ)

Comme le tenseur ) est uniquement fonction du temps, on a que :

) 0T
5, (QTQ") =Q7-Q



et donc, on peut finalement écrire :

* T
DDI; _({)QT(Z,QTHQT&Q +Q QT

La dérivée matérielle n’est pas objective vu que les 2 premiers termes de la relation précédente

sont généralement non nuls.

IV) On part d’une transformation de coordonnées consistant en une translation et une ro-

tation :
x"(A,t) = c(t) + Q(t)x(A, 1)

ou x(A,t) est la position d’un point materiel & l'instant ¢. La vitesse est définie par :

dx' (A1) _ dx'(Af) _ de(t) | dQ()

‘(A1) = - -
u'(A,1) At dt dt dt

x(A,1) + Q(t)u(A, t)
En dérivant la relation ci-dessus, on obtient :

ou* B ou 0x

ox* an* Qa_xax* (3)

On sait que x* = ¢+ Qx et x = QT (x* — ¢), d’oli on a :

ox* ox

= t —Q7F
b'e Q ¢ ox* Q
En remplacant ceci dans I’équation (3), on obtient :
ou" . ou\ .r
_ b 4
T —aarra()a (@)

Et, en sachant que (AB)T = BT AT on a également :

ur\" -7 u .\ -7 ou\" -7 ou\" .
<8x*) =QQ +(Q8_XQ> =QQ +Q<Q8—X) =QQ +Q(6_X) Q (5)

En remplacant les résultats (4) et (5) dans l'expression de la dérivée d’Oldroyd, on obtient :

Do*
DtD . .
= —(QoQ") - (QQ" +QVuQ")QrQ" - QrQ"(QQ +QVu’Q")
= QoQ' + Q&QT +QrQ" —QQ' QrQ” — QVurQ” — QrQ7QQ’ — QovVu’Q”
—Q(&—VUJ—JVU )QT

0_* (v*u*)T



